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Entwicklungen bei
Kapitalmarktmodellen
Von Gerhard Schroeder

Überblick
•  Es wird ein Entwurf für eine Systematik für Kapitalmarktmodelle mit zehn häu-

fig anzutreffenden statistischen Eigenschaften vorgeschlagen und diskutiert.
Davon können mathematische Modelle mit Lösungen bislang höchsten jeweils
zwei oder drei Eigenschaften gleichzeitig abbilden.

•  Experimentell können dagegen mit Hilfe von Zufallsmaschinen, die auf typi-
sche Renditeverteilungen zugreifen, künstliche Kurse mit mehr Gestaltungs-
elementen - Zurückführen der Volatilität auf einen Zielwert (Mean Reversion),
Verharren der Volatilität auf extremen Niveaus (Clustering), Vorzeichen Ef-
fekte (Sign Bias), Sprungprozesse (Jump Diffusion) u. a. - erzeugt werden.

•  Alle auch empirisch belegbaren Effekte liefern konstruktive Beiträge zur Kurs-
gestaltung und erlauben eine präzise Einstellung der stochastischen Eigen-
schaften. Hinreichend plausible Kurse entstehen erst, wenn eine an der Volati-
lität orientierte Bandbreitensteuerung und saisonale Effekte einbezogen werden.
Dann eröffnet das Verfahren Möglichkeiten für die Kursprognose.ermittelte
Optionswerte liegen in der Regel 10 bis 25 Prozent unter den Bewertungen mit
theoretischen Modellen.
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Entwicklungen bei Kapitalmarktmodellen

Von Gerhard Schroeder

A. Einleitung
Neue mathematisch-statistische Modelle liefern mit verfeinerten Annahmen inter-

essante Beiträge zur Analyse der Kapitalmärkte1 und ihrer Produkte. Zugleich wird

mit ihnen der Versuch unternommen, die Schwächen des immer noch weit ver-

breiteten Modells von Black und Scholes (B&S) auszugleichen.

In einem ersten Entwurf einer Systematik werden die verschiedenen Eigenschaften

der mathematischen Modelle wie Mean Reversion, Volatility Clustering und Pois-

sonverteilung bei großen Renditesprüngen (Jump Diffusion Processes2) diskutiert.

Die komplexen Modellansätze verschließen sich oft der systematischen Überprü-

fung, wenn die Lösung nicht explizit3 zur Verfügung steht oder noch gar nicht ge-

funden wurde4.

Dazu werden mit Zufallsgeneratoren Kurse generiert, geklont, und die Eigen-

schaften mit Zusatzregeln - isoliert und im Zusammenspiel bei variierender Inten-

sität - eingespielt, um ihre Wirkung so auf relativ einfache Weise untersuchen zu

können. So kann ein optimaler Regelmix bestimmt werden, mit dem man realisti-

sche Kursverläufe erzeugen und auch als Vorlage für theoretische Kapital-

marktmodelle verwenden kann.

I. Entwurf einer Modell-Systematik

Aus den unten beschriebenen experimentellen Ansätzen ergibt sich, daß ein um-

fassendes Finanzmarktmodell zumindest die folgenden, in Tabelle 1 zusammenge-

stellten Eigenschaften berücksichtigen müßte.

Der Basisverteilungsprozeß wird durch eine unterstellte, historische oder theoreti-

sche Verteilung der Renditen beschrieben. Bei dem am weitestverbreiteten B&S-

Modell wird die lognormale Verteilung unterstellt, die auch zugleich Basis für
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viele Weiterentwicklungen ist. Nachteil ist unter anderem, daß der glockenförmige

Verlauf der Dichtefunktion in der Regel nicht mit dem tatsächlichen Verlauf mit

ausgeprägter Spitze und starken Außenflanken übereinstimmt und damit zu erheb-

lichen Bewertungsfehlern führt.

Tabelle 1:  Modellsystematik
B&S Basisprozeß / Basisverteilung lognormal, exp.-hyperbolisch,

historisch oder beliebig
Subprozesse:

Stochastische exzessive Clustering
Volatilität Volatilität " Mean Reversion Non MR

#
nicht exzessive Volatilität um das Mittel

Sprungprozesse Konformität Nicht Konformität
Stalagmiten reduzierte Formate „Weißes Rauschen“ Vor--

weitere Subprozesse oder Parameter zeichen
B&S Zins Könnte ähnlich differenziert wie die

Volatilität gesehen werden.
Effekte

Bandbreite stochastische Limits, abhängig von der
Volatilität oder nicht

Drift / Trend lineare Trends
Saisonale Effekte jährliche, monatliche, wöchentliche

Formate
Handelsregeln Fixing Regeln, spezielle Börsenregeln

und Index Definitionen

Mit der überraschend einfachen Formel für exponential-hyperbolische Verteilun-

gen5 kann man diese Nachteile ausgleichen und Renditeverläufe bedeutender

Wechselkurse wie DEM/USD-Kurs gut nachbilden6. Der Nachteil zum B&S-

Modell ist jedoch, daß die Parameter (C1 und C2) nicht mehr ökonomisch als Vola-

tilität, Zins etc. interpretiert werden können (rein parametrischer Ansatz).

Für Aktienkurse und Indizes ist es zweckmäßiger, die aus den letzten 10 Jahren

gewonnen tatsächliche und auf halbe Prozente gerundete historische Verteilung zu

unterstellen. Für Kursfeststellungen per Fixing (Libor, Gold etc.) ist es notwendig,

historische Verläufe heranzuziehen, weil diese Notierungen noch stärker von den
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genannten mathematischen Verteilungen abweichen (Extrem leptokurtisch an der

Stelle 0%).

Wenn ein Kurs mit absteigend und aufsteigend sortierten Renditen einer vorgege-

benen, z. B. exponential hyperbolischen, Verteilung bestimmt, erhält man die um-

hüllenden Kurven, die den maximal möglichen Kursverlauf beschreiben, wenn die

Reihenfolge der Renditen beliebig ist, die Grundverteilunge jedoch eingehalten

werden soll: Danach könnte der Dollar völlig unrealistisch bis auf 48,80 DM stei-

gen und bis auf 0,05 DM fallen. Dieses Gedankenspiel zeigt, daß zu der Grund-

verteilung weitere Gestaltungsregeln hinzukommen müssen, von denen die Sto-

chastische Volatilität (SV) die wichtigste zu sein scheint 7.

II. Subprozesse

Die bekanntesten Varianten der SV sind Mean Reversion (MR) und Volatility Clu-

stering (VC). Unter MR wird die tendenzielle Annäherung statistischer Kennzah-

len nach jedem Exzeß an ihren Mittelwert verstanden. Das ist trivial und leitet sich

aus dem Begriff des Mittelwerts ab. Ein Gestaltungsprinzip ergibt sich erst da-

durch, daß für ein Underlying ein fester Mittelwert für die Volatilität unterstellt

und bei Abweichungen dann MR erwartet wird8. Aus der Systematik heraus muß

dann auch der gegenteilige Fall bedacht werden, daß sich die Volatilität von durch-

schnittlichen Werten zu sehr hohen oder niedrigen Werten entwickelt. Diesen Fall

könnte man mit Non MR bezeichnen. Ausgelöst wird Non MR durch die weiter

unten diskutierten Kurssprünge.

Unter VC9 versteht man das Verharren im exzessiven Bereich. Wieder aus Grün-

den der Systematik ist dann auch ein Verharren um den Mittel=Erwartungswert

hinzuzufügen. Nur dieser Fall entspräche dem B&S-Modell mit - über den Evalu-

ierungszeitraum - konstanter Volatilität. Soweit wäre ein geschlossenes System auf

der Basis der Volatilität beschrieben. Andere Effekte lassen sich jedoch besser -

oder nur - mit dem Renditeverhalten beschreiben:

Mit Sprungprozeß (Jump Diffusion) bei den Renditen bezeichnet man Folgepro-

zesse nach außergewöhnlich hohen (positiven oder negativen) Renditen. Nach
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Kurssprüngen sind häufig Dämpfungsprozesse zu beobachten, die man mit Pois-

sonprozessen oder mit der exponentiellen Glättung beschreiben kann. Auch

Sprungprozesse sind ein stochastisches Phänomen: Je nach Sprungdefinition treten

Dämpfungsprozesse in etwa vier von fünf Fällen auf (Konformität). Kurssprünge

werden in der Regel exogen verursacht und treten nach überraschenden Entwick-

lungen, Krisen etc. auf. Das gilt ganz sicher für die seltenen Fälle von Sprüngen

über drei Prozent an einem Tag (Trautmann, 1993).Der auf einen Kurssprung fol-

gende Dämpfungsprozeß korrigiert eine spontane Überreaktion des Marktes.

Sprungprozesse sind in der Literatur intensiv untersucht worden (Trautmann, Bei-

nert, 1993 u.v.a.), etwa um spezielle Absicherungsstrategien bei Kurssprüngen

entwickeln zu können. Ein wichtiger Aspekt ist dabei auch, wieweit die ohnehin

umstrittenen, klassischen Formeln für die Optionsbewertung von B&S sowie von

Merton in diesen Ausnahmesituationen anwendbar sind.

Stalagmitenphasen10 beziehen sich ebenfalls auf die Renditen: Wenn über viele

Jahre für Kursabschnitte von einem Vierteljahr mit allen übrigen Abschnitte rollie-

rend die Korrelation gemessen wird, ist festzustellen, daß bei einem Korrelations-

niveau von 0,95 rund ein Drittel Abschnitte mit bis zu 50 (beim NASDAQ sogar

bis über 100) andern Abschnitten stramm korrelieren. Bei den übrigen Abschnitte

ist auf diesem Niveau keine Korrelation festzustellen. Die Kurve mit den Frequen-

zen über die Zeit hat dann die Form von Stalagmiten. Anders gesagt gibt es Sta-

lagmitenphasen mit kollektiver Erwartung von meist überproportionalen Rendi-

terwartungen und andere Phasen ohne jede erkennbare Prägung: „Weißes Rau-

schen“. In den Stalagmitenphasen ist die Formenvielfalt auf ein Neuntel reduziert -

der Markt erstarrt sozusagen zu einem verminderten Verhaltensrepertoir.

Die MR wird auch im Zusammenhang mit dem (risikolosen) Zinssatz diskutiert.

Im Prinzip könnte man die bisherige diskutierten Eigenschaften auch auf Zinspro-

zesse beziehen. Jedoch haben die zu beobachtenden Schwankungen bei den Zinsen

in den bekannten Modellen nur relativ schwachen Einfluß auf die Bewertungen.

Eine Hinzunahme von Zinsprozessen würde die ohnehin komplexen Modelle wei-

ter komplizieren (Anmerkung 7, Cao u.a.).
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Die ‘Mean Reversion’-Regel erscheint als die wichtigste, zusätzliche Konstrukti-

onsanweisung, weil sie die Volatilität am effektivsten steuert. Die Mean Reversion

wirkt in beiden Richtungen und setzt bei extremen Volatilitäten ein, die entweder

durch Renditesprünge oder bei „glatten“ und großräumigen Kursbewegungen ent-

stehen. Es können dabei jedoch gelegentliche, unrealistische Bandweiten nicht

ausgeschlossen werden.

III. Clustering (VC) als Modellierungsbeitrag

Als Modellierungsregel wird hier unter Clustering16 verstanden, daß bei jeder n.ten

Ziehung diejenige Rendite aus m zufälligen ausgewählt wird, die von der letzten

Volatilität allenfalls geringfügig abweicht. Variationen sind in der Länge der Clu-

stering-Phasen und der Phasen ohne Clustering möglich.

Die 20 exzessiven Renditeänderungen (über +/- 4% Kursänderung in einer Woche)

aus dem exponential-hyperbolen Sample von insgesamt 522 bringen  „Unruhe“

oder Volatilität in die fiktive Kursentwicklung. Clustering muß ebenfalls wegen

der Begrenztheit des Wertevorrats - wie in der Realität - Unterbrechungen zulas-

sen.

Bei der isolierten Anwendung der Clustering-Regel können sehr weiträumige

Kursbewegungen entstehen, die so in der Realität nicht zu beobachten sind:

Abb. 2: Clustering
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Die Kurse verlaufen streckenweise nicht untypisch. Die Bandbreite erreicht jedoch

Werte, die dem tatsächlichen Verlauf weit übersteigen. Ein spezieller Effekt, grö-

ßere Kursausschläge mit Clustering zu provozieren, kann jedoch gut für den Aus-

gleich über die Gesamtlaufzeit sowie für die Prognose volatiler Phasen genutzt

werden.

IV. Sprungprozesse als Modellierungsbeitrag

Auf den Dollarkurs der Jahre 1988 bis 1997 bezogen könne man die rund 30 Wo-

chen mit Renditen über absolut 2,8 Prozent in einem gesonderten Prozeß modellie-

ren. Das zeigt aber auch die Problematik. Historische Verteilungen wie angenä-

herte mathematische müssen auch die exzessiven Renditen enthalten, wenn sie ein

underlying optimal beschreiben sollen. D. h. ihr zufallsgesteuertes Auftreten ist be-

reits geregelt. Wenn sie „gezogen“ werden, ziehen sie über die folgenden Wochen

zwingend einen Sonderablauf nach sich: Ein „Rückschlag“, eine Rendite mit um-

gekehrten Vorzeichen in Woche x+1 und in den nächsten vier Wochen gemäßigte

Renditen zwischen -1 und +1 Prozent. Sprungprozesse werden oft mit Hilfe der

Poissonverteilung oder mit der exponentielle Glättung abgebildet. Der Unterschied

kann für die Praxis zu vernachlässigt werden.

Tabelle 2: Sprungprozesse Dollar
Exzessiv, Kursverlauf nach exzessiven Renditen (∅  Werte 1980-1998).

wenn Frequenz x-1 Sprung x+1 x+2 x+3 x+4
x > 2,8% 1,5 pa -0,32% 3,84% -0,58% -0,25% 0,25% 0,05%

x < -2,8% 1,4 pa 0,11% -3,63% 0,25% -0,06% -0,20% -0,42%

Sprungprozesse haben sogar eine charakteristische Vorwoche, die wie die

Nachwoche eine Richtungsumkehrung bedeutet. Nur ist der Effekt zu schwach, um

daraus abzuleiten - zu prognostizieren -, daß danach ein Sprung erfolgt. Im folgen-

den Versuch wurden nur die Wochen x bis x+2 (schattierter Tabellenbereich) ge-

regelt.
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Abb. 3: Sprungprozesse

Im Vergleich mit MR führt Cloning allein über Sprungprozesse zu niedrigeren

Volatilitätswerten. Der Dämpfungsprozeß fällt zu stark aus. Eine Spanne über fünf

Wochen würden nach dieser Definition bei rund 30 Sprüngen 150 Wochen - also

fast ein Drittel - determinieren und den Zufallsprozeß bei insgesamt 520 Wochen

unangemessen einschränken.

Kurssprünge bringen Bewegung in den Volatilitätsverlauf. Der dann einsetzende

Poissonprozeß (siehe Tabelle 2: Sprungprozesse Dollar) hat einen glättenden Ef-

fekt und führt dadurch zu MR bei der Volatilität.

V. Kombinierte Lösungsansätze

Mit diesen Vorüberlegungen wurden Regelkombinationen ausgewählt, die reali-

tätsnahe Kursverläufe erzeugen. Abbildung 4 zeigt eine Kombination mit Cluste-

ring, Jumps und Steuerung der Bandbreiten. Unbefriedigend ist vor allem die hohe

Volatilität.
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Abbildung 4: Regelmix ohne Mean Reversion     (Fassung deutsch defekt k=a, l=b)

Zwei Versuche mit VC als dominierender Regel (ohne Abb.) ergeben Kurven mit

den typischen Charakeristika des Dollarkurses bis auf die Volatilität, die ebenfalls

(um ein Prozent) zu hoch liegt. Das bislang beste Ergebnis wurde ohne die Cluste-

ringregel erzeugt:

Abbildung 5: Bester Regelmix

Mit einem Parallellauf ohne Einsteuerung von Sprungprozessen kann nachgewie-

sen werden, daß darunter die Qualität zwar nicht optisch jedoch in den stochasti-

schen Eigenschaften leidet.
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Anmerkung: Ein Regelmix etwa von MR und JD bedeutet nicht, daß andere Pro-

zesse nicht vorzufinden sind. Sie werden nur nicht zur Regelung eingesetzt, kön-

nen sich jedoch implizit ergeben.

VI. „Definition“ des Dollarkurses

Mit den Parametern aus dem optimalen Regelmix kann ein Modell für den Dollar

so formuliert werden: Ein wöchentlicher Dollarkurs entsteht, wenn aus einer ange-

näherten hyperbolischen Verteilung Renditen zufällig gezogen und unter Beach-

tung von Regeln auf den Ausgangskurs angewendet werden:

1.  Bei exzessiven Volatilitäten wird n1 Wochen lang aus zufälligen Renditen die-

jenige ausgewählt, die die Volatilität am besten auf die Vorgabe zurückführt.

2.  Bei exzessiven Bandbreiten wird n2 Wochen lang aus zufälligen Renditen die-

jenige ausgewählt, die den Kurstrend umkehrt.

3.  Exzessiven Renditen folgt für n3 Wochen ein Poissonprozeß.

Die Anwendung der Regeln ist nicht streng determiniert sondern „weich“ durch

wiederum zufallsgesteuerte Häufigkeit in der Anwendung, wie oft und dann wie

lange eine Regel greifen soll. Die Regeln kommen mit folgenden Parametern aus:

Bandbreite, Anzahl der Nachziehungen bei Exzessivität, Mittelwert (Erwartungs-

wert) für die Volatilität (und zugleich Maßstab für die Bandbreite), Faktor für

Vorzeicheneffekte sowie Parameter für die Dauer: Für den Anfang kann vereinfa-

chend gelten: n1 = n2 = n3. Zur Feinabstimmung können die Regeln und Parameter

am Originalkurs erprobt werden. Insbesondere für Prognosezwecke sollten saiso-

nale Effekte mit eingesteuert werden.

Damit lassen sich der Dollarkurs beschreiben sowie auch Kurse künstlich herstel-

len. Das „Klonen“ wichtiger Indizes ermöglicht es, auf einfache Weise die Ge-

setzmäßigkeit mit Anweisungen für die experimentelle Forschung zu beschreiben.

Durch weitere Qualifizierung der zufälligen Ziehungen können auch Hausse- und

Baisse-Effekte simuliert werden.
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C. Wertungen und Vorschläge
Alle behandelten in der Realität zu beobachtenden stochastischen Eigenschaften

tragen als Regeln zu der Erzeugung realitätsnaher, künstlicher Kurse bei. Die SV

scheint jedoch das wichtigste Konstruktionselement für Realitätsnähe zu sein. Mit

der MR-Regel17 läßt sich eine unterstellte Volatilität genau erzeugen.

Um in der empirischen Überprüfung exzessive, im Lichte der historischen Daten

unrealistische  Kursverläufe auszuschließen, sollte eine Bandbreitensteuerung, die

sich auch an der Volatilität orientieren kann immer mitlaufen. Bei den Indizes und

allgemein bei Aktien hat die Steuerung auch einen unterstellbaren Trend zu be-

rücksichtigen.

I. Grenzen der theoretischen Ansätze

SV sowie Sprungprozesse sind also beim Cloning wichtige Gestaltungsbeiträge.

So gesehen ist die Entwicklung der theoretischen Modelle auf dem richtigen Weg.

Es gibt jedoch bislang noch kein mathematisches Modell, das alle in der Systema-

tik beschriebenen Regeln gleichzeitig abbildet. Es kann bezweifelt werden, ob es

jemals gelingen kann, alle in der Systematik aufgeführten Modelleigenschaften in

einem Gleichungssystem zu beschreiben, das auf dem Modell von B&S aufbaut.

Schon die Einbeziehung von ein oder zwei Regeln führt zu hochkomplexen und

nicht immer lösbaren Differentialgleichungen. Hier eröffnet die experimentelle

Vorgehensweise Möglichkeiten, Modellkonzeptionen zunächst experimentell zu

überprüfen, ehe die Formulierung und Lösung der mathematischen Gleichungssy-

steme versucht wird.

Die stochastischen Eigenschaften historischer Verteilungen zeigen eine erstaunli-

che Konstanz etwa in der Zahl signifikanter Kurssprünge pro Jahr. Der konkrete

Zeitpunkt, zu dem ein einzelner Kurssprung passiert, wird jedoch durch exogene

Ursachen bestimmt. Das läßt sich nicht aus einem Modell ableiten. Wenn ein

Kurssprung passiert, setzt mit großer Wahrscheinlichkeit ein Dämpfungsprozeß

ein.
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II. Stochastische und implizite Volatilität

Mit dem empirischen Nachweis von SV und dem Erfordernis , SV bei realitätsna-

hen Modellen zu berücksichtigen, verbietet sich die verbreitete Anwendung der

Umrechnungsformel (Skalierungsformel)

V t = Vtag * t )           (mit t=365 Tage18.für VJahr),

die nur bei konstanter Volatilität gilt. Damit sind die methodisch haarsträuben-

den19 Hochrechnungen der täglichen, teilweise stündlichen, impliziten DAX-

Volatilitäten und ihre Unterstellung als Prognosewert für künftige Volatilität und

damit Parameter auf Jahresbasis für Wertermittlung obsolet, schon weil die MR

und ebenfalls dämpfende Poissonprozesse dabei keine Berücksichtigung finden.
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Zusammenfassung

Es wird ein Entwurf einer Systematik der Kapitalmarktmodelle vorgeschlagen und

diskutiert. Es gibt nur wenige Modelle, die unter Hinzunahme von zwei oder drei

zusätzlichen Subprozessen wie der Stochastischen Volatilität zu lösbaren Diffe-

rentialgleichungssystemen führen. Es gibt bislang kein theoretisches Modell, daß

alle relevanten Eigenschaften einbeziehen kann.

Experimentelle Forschung ermöglicht es, Kurse mit einem Zufallsgenerator, der

die Basisverteilung der Renditen und weitere Eigenschaften in Form einfacher Zu-

satzregeln berücksichtigt, realistisch zu erzeugen - zu klonen.

Damit kann das Verhalten der Finanzmärkte auf einfache Weise - und ohne

Kenntnisse der höheren Mathematik20 vorauszusetzen - untersucht werden. Kom-

plexe Modellansätze können bewertet werden, selbst wenn noch keine mathemati-

sche Lösung für die Gleichungssysteme zur Verfügung stehen.

Summary
Draft systematics of advanced capital market models are suggested and discussed.

Only a few models that include two or three additional parameters result in sol-

vable PDEs/ODEs21. Until now there is no model able to include all relevant pro-

perties.

Any underlying can be basically described by a probability function of periodical

returns. Cloned underlyings are derived from historical or theoretical quotations by

random machines. To achieve realistic patterns additional properties such as Sto-

chastic Volatility - suggested by various mathematical models - are applied as ru-

les.

Experimental research is an easy way to study the behaviour of financial markets

for those also who are not familiar with ultimate mathematics. It allows to evaluate

advanced financial market models and its advanced stochastic properties also -

even before solutions of ODEs or PDEs are made available.
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Anmerkungen

                                                
1 Eine „schonende“ Einführung in die Mathematik der aktuellen Modelldiskussion
ermöglichen Baxter, Rennie (1998) und (inhaltlich ähnlich) Bingham, Kiesel
(1998)
2 Dazu Nandi (1988) mit in einer Gegenüberstellung verschiedener Ansätze sowie
Zhuo (1997).
3 Eine Ausnahme stellt Aït-Sahalia (1998) dar, der das detaillierte Datenmaterial
(tägliche S&P Futures für 1993) und die Ergebnisse zur Verfügung stellt.
4 Die Bereitstellung als Optionsrechner, als „Black Box“, ist für die Überprüfung
großer Samples nicht praktikabel und auch wissenschaftlich nicht befriedigend.
5 f (X) = C2 * EXP ( -ABSOLUT (1 - X/C1) )    (mit C2 für die Normierung auf 1)
6 h(X) = C2 * EXP (-Wurzel((C3 + (X / C1)^2)) ist ohne die Konstante C3 streng
genommen nicht mehr hyperbolisch. Man könnte auf die vereinfachte Formel aus
Anm. 5 auch ohne Verwendung der Hyperbelfunktion gekommen sein. Die Ab-
leitung zeigt jedoch die Nähe zur Hyperbel. Die Verstärkung der Spitze und der
äußeren Flanken resultiert erst aus der Kombination mit der Exponentialfunktion.
Würde man die hier verwendete Skala der prozentualen Renditeveränderungen
durch die absoluten Kurswerte ausdrücken (x/Mittelwert(x)) -1, würde wieder eine
Konstante im Wurzelausdruck eingeführt.
7 Dazu (Auswahl):

Yacine Aït-Sahalia, A. W. Lo (1997)  SV

Schöbel , Jianwei Zhu (1999) SV mit Ornstein-Uhlenbeck Prozessen.

Bakshi, Cao, Chen (1997) SV und Renditeprozesse, Stochastische Zinsen

Duffie, Pan, Singleton (1999) Jump Diffusion, Drift und SV

Vasicek (1997) verschiedene Ansätze, Schwerpunkt: Mean Reversion.

Cox, Ingersoll, Ross (1985) Jump Diffusion

Ch. Cao, Gurdip Bakshi, Zhiwu Chen (1998), Rendite Prozesse

Wiesenberg (1998)  Jump Diffusion

(Schlüsselworte für die Internetrecherche: Itô-Processes, Theory of Martingal(e)s,
Fourier, PDEs/ODEs, ...)
8 zur Mean Reversion Schöbel, Zhu (1999) S. 7
9 Das Phänomen wurde zuerst von Mandelbroijt (1963, S. 418) - relativ vage - be-
schrieben: „large changes tend to be followed by large changes - of either sign -
and small changes ... by small changes“... der absoluten Renditen.
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10 Zu „Stalagmiten“ und „Weißes Rauschen“ Schroeder (1998), S. 41 - 44
11 Während für Beschreibungen von Kapitalmarktmodellen die Brown’sche Bewe-
gung oft umfassend dargestellt wird, werden Abweichungen bei detaillierter Be-
trachtung der Börseabläufe oder OTC selten thematisiert. Eine Ausnahme stellt
Aït-Sahalia (1998) dar.
12 Die Brownsche Bewegung ist dreidimensional. Läßt man den Zwischenraum der
Präpariergläser als Fläche gelten, ist sie zweidimensional.
13 Die NASDAQ führt ein Handelssystem Opti-Mark ein, daß es erlaubt, große
Orders nach Preisen und Mengen aufzuteilen, etwa um sie unauffällig plazieren zu
können. (FAZ, 1.10.1999, S. 25)
14 Duffie, Pan, und Singleton (1999) modellieren mit kombinierten „Sprüngen“ der
Volatilität und des Kurses - in Intenssität und Zeit des Auftretens.
15 Die früher übliche „Vertafelung“ komplizierter Funktionen in Statistikbüchern
kann damit entfallen.
16 Siehe Anmerkung 9.
17 Obwohl Clustering als Regel zunächst gegensätzlich zur Mean Reversion wirkt,
ist es auch alternativ zu sehen. Denn bei vorgegebenen Wertevorrat stehen dem
Clustering nach überproportionalen Verbrauch „volatiler“ Renditen auch nur noch
Renditen mit mäßigendem Effekt zur Verfügung.
18 Oder t=252, wenn in 252 Börsentagen gerechnet wird.
19 Man kann schlecht eine vom Mittel=Erwartungswert abweichende Tagesvolati-
lität mit einer Formel errechnen ermitteln, wenn die Formel nur für den Fall kon-
stanter Volatilität gilt! Zudem ist bei Clustering der aktuelle Wert nur für 67 Wo-
chen (bei insgesamt 522 Wochen!) ein akzeptabler Schätzer für die Folgewoche.
Zu empirischen Nachweisen siehe auch Diebold u. a. (1996).
20 Nach einer Untersuchung in 1999 von A. Pitts, Warwick Business School, bei
den 100 größten Banken Groß Britanniens hatten nur vier von Testbegriffen aus
der angewandten Mathematik gehört („real-option analysis“, CAPM etc.(The Eco-
nomist, 14. Aug. 1999, S. 68)
21 ODE / PDE:  Abkürzung für ordinary (gewöhnliche) / partial (partielle) diffe-
rential equations.
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